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Plan de l'exposé

1) Données censurées à droite : cadre général.

2) Estimation du risque instantané : un bref aperçu des méthodes
existantes.

3) Estimation du risque instantané par minimisation d'un contraste.

4) Selection de modèle et résultat.



1) Données censurées à droite

• Variable d'intéret (temps de survie) : X
Temps de censure : C

On observe
{
Y = min(X,C)
δ = 1X≤C

avec X et C indépendants.

Exemple :

? X= temps de survie d'un patient après la pose d'un pacemaker.

? C= temps auquel l'individu abandonne le programme d'étude, meurt

d'une autre cause...

• Echantillon i.i.d. {Yi = min(Xi, Ci), δi = 1Xi≤Ci
}i=1,...,n avec

Xi ⊥ Ci.

• Idée �naive� : éliminer de l'étude les variables censurées → résultats
biaisés

⇒ méthodes d'estimation qui intègrent les données censurées et non
censurées.
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Estimation du risque instantané : un bref aperçu des
méthodes existantes

• Notations

fX : densité de Xi

FX(x) = P (X ≥ x)
FC(x) = P (C ≥ x)
FY (x) = P (Y ≥ x) = P ({X ≥ x} ∩ {C ≥ x}) = FX(x)× FC(x)

• Dé�nition du risque instantané h(x) :

h(x) =
P (X ∈ [x, x+ dx]|X ≥ x)

dx

=
P ({X ∈ [x, x+ dx]} ∩ {X ≥ x})

P (X ≥ x)dx
) =

fX(x)
FX(x)

• Par ailleurs :

h(x) = − 1
FX(x)

dFX

dx
(x) = −d(log(FX))

dx
(x)
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Deux méthodes générales d'estimation de h

• A partir de l'expression h(x) = fX(x)

F X(x)
: quotient de deux

estimateurs.

• A partir de l'expression h(x) = −[log(FX)]′(x) : estimation de
log(FX(x)), puis dérivation discrète.

⇒ Procédures en deux étapes (puis sélection de modèle, sélection de
fenêtre...)
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Estimation de h par minimisation d'un contraste

• Hypothèses : on estime h sur un intervalle compact A tel que :{
FY (x) ≥ F 0 > 0, ∀x ∈ A
‖h‖∞ := supx∈A h(x) <∞

• Notations : soient t, t′ ∈ L2(A)

‖t‖2
F Y

=
∫

A

t2(x)FY (x)dx, 〈t, t′〉F Y
=
∫

A

t(x)t′(x)FY (x)dx

‖t‖2n =
∫

A

t2(x)(
1
n

n∑
i=1

1Yi≥x)dx, 〈t, t′〉n =
∫

A

t(x)t′(x)(
1
n

n∑
i=1

1Yi≥x)dx
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• Estimation par minimisation d'un contraste

h = arg min
t∈L2(A)

‖h− t‖2
F Y

= arg min
t∈L2(A)

[‖t‖2
F Y
− 2〈t, h〉F Y

+ ‖h‖2
F Y

]

= arg min
t∈L2(A)

[‖t‖2
F Y
− 2〈t, h〉F Y︸ ︷︷ ︸

on estime cette quantité

]

• ‖t‖2
F Y

est estimé par ‖t‖2n.

• 〈t, h〉F Y
est estimé par 1

n

∑n
i=1 δit(Yi).

En e�et : E[δit(Yi)|Xi] = E[1Xi≤Ci
t(Xi)|Xi]

= t(Xi)P [Xi ≤ Ci|Xi] = t(Xi)FC(Xi)

Donc :

E[δit(Yi)] = E[t(Xi)FC(Xi)] =
∫

A
t(x)FC(x)fX(x)dx

=
∫

A
t(x)FC(x)FX(x) fX(x)

F X(x)
dx =

∫
A
t(x)FY (x)h(x)dx

= 〈t, h〉F Y
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• Soit Sm = V ect(φ1, . . . , φDm
un s.e.v. de L2(A) de dimension �nie

Dm :

ĥm = arg min
t∈Sm

γn(t), où γn(t) = ‖t‖2n −
2
n

n∑
i=1

δit(Yi)

• Décomposition biais-variance : soit hm = arg mint∈Sm
‖t− h‖2

F Y
,

alors pour tout x ∈ A, E[ĥm(x)] = hm(x) et :

E[‖ĥm − h‖2F Y
] = ‖h− hm‖2F Y

+ E[‖ĥm − hm‖2F Y
]

≤ ‖h− hm‖2F Y
+ ‖h‖∞

Dm

n
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Précisions sur le calcul de l'estimateur ĥm

La fonction h̃m =
∑Dm

k=1 ãkφk minimise le contraste γn sur Sm ssi

Ãm = (ã1, . . . , ãDm
)t véri�e :

ĜmÃm = V̂m où
{

Ĝm = (〈φk, φk′〉n)k,k′=1,...,Dm

V̂m =
(

1
n

∑n
i=1 δiφk(Yi)

)
k=1,...,Dm

On dé�nit un ensemble ∆0 tel que Ĝm est inversible sur ∆0 et P [∆c
0]

décroit exponentiellement en n. On considère alors l'estimateur
ĥm =

∑Dm

k=1 âkφk l'estimateur suivant :

(â1, . . . , âDm)t =
{
Ĝ−1

m V̂m sur ∆0

0 sur ∆c
0



4) Sélection de modèle et résultat.

• SoitMn = {Sm,m = 1, . . . , Nn} une collection de s.e.v. de L2(A),
qui véri�e :

? Sm ⊂ SNn , pour tout m ≤ Nn.

? dim(SNn) ≤ n
(ln n)2

.

• Soit {ĥm,m = 1, . . . , Nn} la collection d'estimateurs associée.

Theorem

Soit A > 0 une constante, et : m̂ = arg min[γn(ĥm) +A‖h‖∞ dim(Sm)
n ],

alors :

E[‖ĥbm − h‖2F Y
] ≤ C inf

m∈Mn

{‖h− hm‖2F Y
+A‖h‖∞

dim(Sm)
n

}+
C ′

n

où C est une constante numérique, et C ′ dépend de F 0 et de ‖h‖∞.

•• Remarque : ‖h‖∞ peut être remplacé par un estimateur.
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n ],

alors :
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