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PLAN

• Introduction aux modèles de mélange

• Les données

• Modèle binomial

• Modèle hiérarchique

• Modèle de mélange

• Conclusion
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INTRODUCTION

– Regain d’intérêt autour des modèles de mélange 

de distributions de probabilités

• Variétés des techniques d’estimation (ex: 

bayésienne, EM)

• Outils disponibles (MIXMOD, WINBUGS)

Intérêt 

Modélisation de l’hétérogénéité

Classification

Construction de lois a priori plus flexible
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Modèles de mélange

Observations indépendantes

Poids des composantes du mélange

k connu ou inconnu
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Densités de probabilités

• Estimation des poids et des paramètres des 
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Modèles de mélange

– Mélange quelconque : f , familles de lois quelconques
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Modèles de mélange

– Mélange gaussien, poissonien,…

• Gaussien :
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Modèles de mélange

– Mélange gaussien
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Modèles de mélange

– Mélange binomiale

i.i.d.

• Mélange Beta-Binomiale
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• Estimation de la prévalence de la contamination 
par L. monocytogenes dans le lait cru.
– Données bibliographiques internationales : 

• 91 études répertoriées (issues de 2 rapports de 
synthèse)

Dans chaque étude i, ni prélèvements réalisés et ri
résultats positifs (ni de 14 à 1 227 053)

Par étude, l’estimation de la prévalence est donnée 
par :
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Illustration
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Supposons qu’il y ait une prévalence mondiale unique de 

L. monocytogenes dans le lait cru, p.

– En statistique bayésienne, p suit une distribution dite a priori car p 

est incertain.

– On évalue à partir des données cette incertitude (par la distribution 

dite a posteriori de p).

Illustration
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for(i IN 1 : 91)

n[i]

r[i]

p

Illustration : graphe/code
model {

for( i in 1 : N ) {

r[i] ~ dbin(p,n[i])

}

p~ dbeta(1,1)

}

list(N=91,

n=c(600,415,276,220,150,142,120,100,100,85,84,71,69,55,50,50,40

,32,20,1227053,635,4046,340,169,964,317,445,134,256,252,939,187

,59,426,100,100,100,98,190,560,540,1720,290,236,300,2511,123,17

7,361,350,561,80,150,100,50,50,292,337,48,137,589,220,100,2009,

256,961,113,315,69,100,1409,80,200,81,50,445,30,100,124,121,640,176,97,77,16,51,17,14,16,95,21),

r=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,278,2,14,2,1,9,4,6,2,4,4,15,3,1,8,2,2,2,2,4,14,14,47,8,7,9,79,4,6,13,13,21,3,6,4,2,2

,12,14,2,6,29,11,5,102,13,50,6,17,4,6,85,5,14,6,4,38,3,12,15,15,90,27,15,14,3,10,5,6,7,43,17))
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Supposons qu’il y ait une prévalence mondiale unique de 

L. monocytogenes dans le lait cru, p.

– Retrait de l’étude 20 (ni = 1 255 726 et ri = 278 )

Illustration
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Supposons qu’il y ait une variabilité, entre les études, de 
la prévalence mondiale de L. mono. dans le lait cru.
Prise en compte des variations extra-binomiales

On va supposer les études « échangeables ».

Modèle à effets aléatoires/modèle hiérarchique

2 niveaux hiérarchiques :

• L’étude :

• L’ensemble des étude :

En statistique bayésienne, les hyperparamètres étant eux-mêmes 
aléatoires comme tout paramètre. Ils possèdent des distributions a priori
qui mesure l’incertitude sur la prévalence mondiale de la contamination.

Illustration
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for(i IN 1 : 91)

ni

ri

pi

betaalpha

beta sample: 49999

    0.0     5.0    10.0    15.0

    0.0

    0.1

    0.2

    0.3

alpha sample: 49999

   0.25     0.5    0.75     1.0

    0.0

    2.0

    4.0

    6.0

Illustration

ppred sample: 49999

   -0.2     0.0     0.2     0.4     0.6

    0.0

   10.0

   20.0

   30.0

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% start sample

alpha 0.535 0.08774 8.645E-4 0.383 0.528 0.7264 20001 49999

beta 8.399 1.947 0.01881 5.119 8.225 12.71 20001 49999

ppred 0.06154 0.07951 3.59E-4 8.242E-5 0.0311 0.2899 20001 49999
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Illustration : code

model {

for( i in 1 : N ) {

p[i] ~ dbeta(alpha,beta)

r[i] ~ dbin(p[i],n[i])

}

ppred ~ dbeta(alpha,beta)

alpha ~ dnorm(0,0.001)I(0,)

beta ~ dnorm(0,0.001)I(0,)

}
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Supposons qu’il y ait une variabilité de la prévalence 

mondiale de L. mono. dans le lait cru avec deux 

sous-populations

Même modèle que précédemment mais la prévalence suit un 

mélange de deux lois Bêta (études échangeables dans 2 sous-pop.)

L’attribution des différentes observations à l’une ou l’autre des  

distributions n’est pas connue 

Illustration
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Illustration

for(i IN 1 : 91)

for(j IN 1 : 2)

beta[j]

alpha[j]
beta[i]

alpha[i]

n[i]

r[i]

p[i]

w[i]

P[1:2]
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Illustration : code

model;

{
P[1:2] ~ ddirch(A[1:2])

for( i in 1 : N ) {

w[i] ~ dcat(P[1:2])

p[i] ~ dbeta(alpha[w[i]],beta[w[i]])
r[i] ~ dbin(p[i],n[i])

}

for( j in 1 : 2 ) {
alpha[j] ~ dnorm(0.0,0.001)I(0,)

beta[j] ~ dnorm(0.0,0.001)I(0,)

ppred[j] ~ dbeta(alpha[j],beta[j])

}
}

list(N=91,A=c(1,1),n=c(600,415,276,220,150,142,120,100,100,85,84

,71,69,55,50,50,40,32,20,1227053,635,4046,340,169,964,317,

445,134,256,252,939,187,59,426,100,100,100,98,190,560,540,1720,

290,236,300,2511,123,177,361,350,561,80,150,100,50,50,292,337,4

8,137,589,220,100,2009,256,961,113,315,69,100,1409,80,200,81,

50,445,30,100,124,121,640,176,97,77,16,51,17,14,16,95,21),
r=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,278,2,14,2,1,9,4,6,2,

4,4,15,3,1,8,2,2,2,2,4,14,14,47,8,7,9,79,4,6,13,13,21,3,6,4,2,2

,12,14,2,6,29,11,5,102,13,50,6,17,4,6,85,5,14,6,4,38,3,12,15,15

,90,27,15,14,3,10,5,6,7,43,17),w=c(NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,

NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,1,
NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,

NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA

,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,

NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,NA,2)
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Résultats :

Illustration
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Résultats :

node mean sd MC error 2.5% median 97.5%    sample

P[1] 0.9363 0.05078 0.001494 0.8022 0.9464 0.9859    49999

P[2] 0.06373 0.05078 0.001494 0.01409 0.05358 0.1978     49999

Peu d’observations sont modélisées selon la seconde loi bêta

Illustration
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Résultats :
node mean sd MC error 2.5% median 97.5% sample

w[77] 1.016 0.1258 0.002043 1.0 1.0 1.0 59998

w[78] 1.026 0.1584 0.003247 1.0 1.0 2.0 59998

w[79] 1.025 0.1564 0.003037 1.0 1.0 2.0 59998

w[80] 1.027 0.1617 0.003274 1.0 1.0 2.0 59998

w[81] 1.039 0.1926 0.004388 1.0 1.0 2.0 59998

w[82] 1.045 0.2074 0.004762 1.0 1.0 2.0 59998

w[83] 1.044 0.2055 0.004549 1.0 1.0 2.0 59998

w[84] 1.065 0.2464 0.005581 1.0 1.0 2.0 59998

w[85] 1.068 0.252 0.004844 1.0 1.0 2.0 59998

w[86] 1.083 0.2761 0.005529 1.0 1.0 2.0 59998

w[87] 1.356 0.4788 0.01077 1.0 1.0 2.0 59998

w[88] 1.79 0.4074 0.008035 1.0 2.0 2.0 59998

w[89] 1.85 0.3575 0.007052 1.0 2.0 2.0 59998

w[90] 1.953 0.2125 0.003504 1.0 2.0 2.0 59998

Seules les publications 78 à 91 sont classés dans la seconde catégorie dans plus de 
2.5% des itérations. Seules les observations 88 à 91 sont classées dans la seconde 
catégorie dans plus de 50% des itérations.

Illustration
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– Nous avons retenu uniquement la première loi bêta 

pour représenter la situation française

R. Pouillot, I. Albert et J.B. Denis. Caractérisation quantitative de la variabilité de 

l’écologie de Listeria monocytogenes par méta-analyse statistique, en vue de 

l’analyse du risque de listériose lié à la consommation de lait cru. Rapport 

Technique, INSERM/CNRS/MIRE, 128 pages, 2001 

Conclusions
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– Extensions à un nombre inconnu de classe -> 

Reversible Jump (Richardson and Green, On bayesian analysis of 

mixtures with an unknown number of components, J.R.S.S.B, 1997, 

59,731-292.)

A suite of reversible jump MCMC components for 

WinBUGS http://www.winbugs-development.org.uk/

ou comparaison de modèle avec un nombre de classe 

fixé (Facteur de Bayes, PAS DIC) 

Conclusions
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– Extensions « plus de deux catégories » -> loi 

multinomiale et distribution de Dirichlet sur les 

pi dont les paramètres alpha appartiennent à

différentes classes de mélange 

Conclusions
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– Mélange sur lois a priori : possible en Winbugs si mélange 
de même type de loi
• Exemple : model{

for (i in 1:N){

r[i]~dbin(p,n[i])

}

w~dcat(Pi[])

p ~dbeta(alpha[w],beta[w])

alpha[1]<-8

alpha[2]<-1

beta[1]<-28

beta[2]<-1

}

Conclusions
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• McLachlan et Peel (2000). Finite mixture Models. John Wiley & Sons, Inc.

• Marin, Jean-Michel and Mengersen, Kerrie and Robert, Christian (2005) 
Bayesian modelling and inference on mixtures of distributions, in Dey, D. 
and Rao, C.R., Eds. Handbook of Statistics Volume 25. Elsevier Sciences. 
http://www.ceremade.dauphine.fr/~xian/publications.html

• Richardson and Green, On bayesian analysis of mixtures with an unknown
number of components, J.R.S.S.B, 1997, 59,731-292.

• http://www.winbugs-development.org.uk/

• Exemple Winbugs : Eyes: Normal Mixture Model
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