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Plan

1 Contexte — motivations — objectif

L (R I B T

2 Modele logit hétéroscédastique
3 Lien entre le modele a rapport de cotes

proportionnelles et le modele logit ordinal
hétéroscédastique

4  Application a des données marketing

5 Apports — applications — voies futures
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Contexte — motivations — objectif

(i) Utilisation de modeéle logit ordinal dans de
nombreux domaines (économétrie, essais
thérapeutiques, génétiques, marketing, ...)
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(i1) Variables « explicatives » catégorielles :

— données groupées (croisement des modalités)

| D (AR

— coefficients de position = niveau moyen/groupe
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(iii) Deux groupes avec le méme niveau = méme
comportement/variable réponse
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Contexte — motivations — objectif

(iv) Probléme : dispersions différentes

(v) Solution raisonnable :

— modéle logit ordinal hétéroscédastique (MLOH)

[Mc. Cullagh, 1980, Derquenne, 1995, 1996, Foulley, 1995,
1996]

— coefficients de dispersion en plus

(vi) Modeéle logit ordinal = modéle a rapport de cotes
proportionnelles (MRCP)

— utilisation d’'un test (statistique du score)
— rejet de H, = ex : modéle logit généralisé (MLG)
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Contexte — motivations — objectif

(vii) Probléme du MLG :

— plus difficile a interpréter
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— plus gourmand en nombre de parametres

(viii) Objectifs du papier :

| D (AR

— MRCP < modele logit ordinal homoscédastique
— utilisation d'un MLOH a la place d’'un modele
logit généralisé

\

I

— Introduction d’'un systeme de re-pondération des
individus pour revenir a un MRCP
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Modele logit hétéroscédastique

Modele logit ordinal homoscédastique :

L [ AR A A A

Y* =ust Xp+e

Distribution logistique sous-jacente :

(e, ~XB)
Pr(Y <r/X)=Pr(Y" <a,/X)= g iip@)fﬂ) = Fla, - X8) (2)

ou ar: Hr_:uO

Pas zatisfait  Plutét satisfait Trés satisfait ¥
[r=1] [r=2] [r=3]
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Modele logit hétéroscédastique

Données groupées :

p %
IIL‘ :/’lO +Z ZIBJ'/]'XI'/j,t T &

j=11/j=1

S S L

Pour un groupe m:

Em=X0p (4)

p
ou x, = vec-col de 0/1 du groupe m, de taille Yki-p
J=1

et /= vecteur-parametres de position
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Modele logit hétéroscédastique

Modele logit ordinal hétéroscédastique :

Y '=pytXpteo (5)
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Distribution logistique sous-jacente :

(a,-XB)/o)
(e, -XB)/o)

(6)

Pr(Y <r/X)=Pr(Y" <a,/X)= 1 =P
+ exp

| R R

Pour un groupe m:

\

(-2 )/o)
Pr(Y <r/m)=Pr(Y" <o,/ X)= ; iip«a,gm)/am) 0

]

DOOODOOOOONIDIOOOIOOIOOLVLOOILOG

ou 0, = eXp(X’mu)

+I

avec v= vecteur du log des coefficients de dispersion
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Lien entre MRCP et MLLOH

Modele a rapport de cotes proportionnelles :

{ PrlY <r/ X = x]
In

1—Pr[Y£r/X=x]}:ar_X'B vr=LE-1 (8
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Pour deux valeurs de X= (x;,x,) °

| R R

PrlY <r/X =x,] PrlY<r/X=x,] | _ o
L—Pr[Yﬁr/X=X1]}/L—Pr[Y£r/X=X2]}—eXP( (x,-x,)8)  (9)
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Ce rapport est indépendant de la réponse r
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Lien entre MRCP et MLLOH

Données groupées, pour deux groupes met m’

(r) (r")
OF, _OF, & explg!-g%)=explel’ -gl") (10)
OR'  OR'?

T L L

ol OR'" = exp( ) —gf;)) = rapport de chances

| D (AR

alors : g(’") gflf') = g,(j) — g,(;.') <0=0

\

car les coefficients de position pour deux réponses ret r’
d’'un groupe m sont égaux par hypothese du modele RCP
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Lien entre MRCP et MLLOH

Probleme : s1 cette hypothese ne tient pas

— Utilisation du test du score ("pentes paralléles")
— Mise en ceuvre du modéle logit généralisé (MLG)

LI L ] S O N N

(r)
Pr(Y =r/m)= expla, - 2,7 Pe(Y = R/ m)=—p—

R-1 (11)
1+;exp(ak—gg)) 1+};eXP(ak_gg))
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Rapport de chances avec des coefficients de dispersion

\

OR — exp(%—_g;")j (12)
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— modele logit ordinal hétéroscédastique
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Lien entre MRCP et MLLOH

Théoreme 1 :

Soit Yune variable se distribuant sur une échelle ordinale a £
categories, solent X,,...,X;...,X , p prédicteurs catégoriels
permettant de générer M groupes d’'individus et soit enfin un
modele logit ajustant la variable Y a 'aide des p variables X,
alors ce modele sera a rapport de cotes proportionnelles, si et
seulement si le modele logit ordinal est homoscédastique,
cest-a-dire V (m,n7), o, = o,. ol o, et ¢, sont les écarts-types
des groupes m et n?



Lien entre MRCP et MLLOH

Démonstration :

Grace a (10) et (12), on peut écrire :

(r) (r) (r") (r"
r gm gm' (O-m B Gm' )ar' gm gm'
o, O, 0,0, o, O,

—2eN=(o, -0, )a, —0c, (g —gi)

(o, -0 )a —o, (g

Par conséquent si1 0, =0, alors ( g(r) (r)) ( g(r) gl(;'))
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Lien entre MRCP et MLLOH

Corollaire :

S1 le modele logit ordinal est homoscédastique, alors le test du
score du rapport de cotes proportionnelles (hypothése des
pentes paralléles dans le cas de variables X numériques) sera
mécaniquement non significatif. Par conséquent, ce test
permettra aussi de détecter 1'hétéroscédasticité dans les
données ajustées en postulant un modele logit ordinal

Démonstration :

Elle découle directement du théoreme précédent



Lien entre MRCP et MLLOH

Théoreme 2 :

Si le modele logit ordinal est hétéroscédastique, alors il est
possible de trouver une transformation adéquate du systeme
de pondération des individus pour revenir a un modele a
rapport de cotes proportionnelles

Démonstration :

Pour chaque groupe m, la version observée de la probabilité
cumulée théorique pour la réponse r(7) a la forme suivante :

) Yk expl(@, -7,)/5,)

Pr(Y < r/groupe m)= 4= (14)

1, _1+eXp((&Jr _gm)/gm)
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Lien entre MRCP et MLLOH

Démonstration (suite) :

Le rapport de chances empirique a la forme suivante :

exp((@, - £,,)/6,)= ;ﬂm/[ﬂm —;ﬂmj
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Lien entre MRCP et MLLOH

Démonstration (suite) :

Pseudo proportion pour une réponse r d'un groupe m:

r Em
Z 1,
~ k=1
/4 = —

g

En remplacant &, par 6, alors on obtient une valeur

~y

estimée du nombre de réponses r pour le groupe m: n

mr

~y

: e L~ n
Le nouveau poids pour un individu test : w, =w, —&

mr
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VAR A

Application a des données marketing

Enquéte de satisfaction sur 3500 clients

Objectif : modéliser une réponse ordinale (3 niveaux) a
I’'aide de quatre variables candidates a 'explication
contenant respectivement (2,2,5,5) catégories

Modeles utilisés :
logit ordinal (rapport de cotes proportionnelles)
logit ordinal hétéroscédastique
logit généralisé (nominal)
logit ordinal avec poids hétéroscédastique
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Application a des données marketing

Mise en ceuvre -

99 groupes d’individus (non vides)
12 parameétres pour le logit ordinal (MRCP)

22 parametres pour le logit ordinal
hétéroscédastique (MLOH)

22 parametres pour le logit généralisé (MLG)
12 parametres pour le logit ordinal repondéré
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Application a des données marketing

Modéle logit ordinal (MRCP)

pvaleurs : score = 0,0311 et déviance = 0,4950

Farometer Effect E=t imate

alphal Fixed 4523
alpha? Fixed 9486
< 35 ans Fixed TO7
35-44ans Fixed . 7405
45-5ans Fixed LS
55-64ans Fixed

> 65 ans Fixed 0
Locat air Fixed 4575
Fropriet Fixed 0
Collect Fixed 5060
Indivwid Fixed 0
Autre Fixed 5254
Bois Fixed . 1969
Electric Fixed 9372
Fioul Fixed 3952
Gaz v r Fixed 0
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Application a des données marketing

Modéle logit nominal (MLG)
pvaleur : déviance = 0,7038
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Application a des données marketing

Standard Wald
parametar Effect Estimate Error Chi-square Pr> ChiSq

alphal Fixed
alphaz Fixed
18-34ans Fixed
35-44ans Fixed
45- 54 ans Fixed
55-6dans Fixed
> 65 ans Fixed
18-34ans Randoa
35- 44ans Random
45- 54ans Random
55-5dtans Random
> b5 ans Random
Locatair Fixed
Propriet Fixed
Locatair Randoa

.2169 50. 4009 . 0000
2776 56. 6002 . 0000

e o | Modele logit ordinal

.1625 22,4729 . 0000

jese 104508 o.0m2 hétéroscédastique

1539 1.9722

1000 r : pvaleur(dév) = 0,7401

1095

copooD

=N -N--N

1
e

0878
0436
Propriet Random
CGollect Fixed
Indivwid Fixed
CGollect Randoa
Individ Randoa
Autre Fixed
Bois Fixed
Electric Fixed

LO77T

. 0437
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Fioul Fixed

Gaz ¥ r Fixed

Autre Randoa
Bois Randoa
Electric Randoa
Fioul Randoa
Gaz ¥ r Randoa
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Application a des données marketing

Modele logit ordinal avec la pondération hétéroscédastique

pvaleurs : score = 0,9913 et déviance = 0,8348

Standard Wald
Eror
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Apports — applications — voies futures

(i)

(ii)

(iii)

Equivalence d'un modele logit ordinal homoscédastique
et d'un modele a rapport de cotes proportionnelles

Un modele logit ordinal hétéroscédastique n'est pas un
modele a rapport de cotes proportionnelles

Si I'hypothese nulle du rapport de cotes proportionnelles
est rejetée, alors 1l est préférable d'ajuster un modele
logit ordinal hétéroscédastique a la place d’'un modele
logit nominal :

plus cotteux (&> 3)
résultats plus difficilement interprétables




Apports — applications — voies futures

(iv) Introduction d’une transformation des poids des individus
construite a partir des coefficients de dispersion du modele
hétéroscédastique pour obtenir un modele a rapport de cotes
proportionnelles

Avec l'application de cette transformation, le test du score
associé devient mécaniquement fortement non significatif, ce
qui permet de travailler directement avec un modele rapport
de cotes proportionnelles

Démarche tres fructueuse dans différents domaines
d'applications (marketing, épidémiologie, génétique,
econometrie, sensiometrie, ...

Extension du modele logit ordinal hétéroscédastique a des
modeles plus complexes : modeles a équations structurelles
(variables observées sur des échelles ordinales)
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