
Lien entre le modèle à rapport de côtes 
proportionnelles et le modèle logit

ordinal hétéroscédastique

Christian Derquenne

Recherche et Développement



Plan
1 Contexte – motivations – objectif

2 Modèle logit hétéroscédastique

3 Lien entre le modèle à rapport de côtes 
proportionnelles et le modèle logit ordinal 
hétéroscédastique

4 Application à des données marketing

5    Apports – applications – voies futures



Contexte – motivations – objectif

(i) Utilisation de modèle logit ordinal dans de 
nombreux domaines (économétrie, essais 
thérapeutiques, génétiques, marketing, …)

(ii) Variables « explicatives » catégorielles :
→ données groupées (croisement des modalités)
→ coefficients de position = niveau moyen/groupe

(iii) Deux groupes avec le même niveau ⇒ même 
comportement/variable réponse



Contexte – motivations – objectif

(iv) Problème : dispersions différentes

(v)   Solution raisonnable :
→ modèle logit ordinal hétéroscédastique (MLOH) 
[Mc. Cullagh, 1980, Derquenne, 1995, 1996, Foulley, 1995, 
1996]
→ coefficients de dispersion en plus

(vi) Modèle logit ordinal = modèle à rapport de côtes 
proportionnelles (MRCP)
→ utilisation d’un test (statistique du score)
→ rejet de H0 ⇒ ex : modèle logit généralisé (MLG)



Contexte – motivations – objectif

(vii) Problème du MLG :
→ plus difficile à interpréter
→ plus gourmand en nombre de paramètres

(viii) Objectifs du papier :
→ MRCP ⇔ modèle logit ordinal homoscédastique
→ utilisation d’un MLOH à la place d’un modèle

logit généralisé
→ introduction d’un système de re-pondération des

individus pour revenir à un MRCP
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Modèle logit hétéroscédastique

Modèle logit ordinal homoscédastique :

Y * =µ0+Xβ +ε (1)

Distribution logistique sous-jacente :

(2)

où αr = θr – µ0
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Modèle logit hétéroscédastique

Données groupées :

(3)

Pour un groupe m :

(4)

où xm = vec-col de 0/1 du groupe m, de taille

et β = vecteur-paramètres de position
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Modèle logit hétéroscédastique

Modèle logit ordinal hétéroscédastique :

Y *=µ0+Xβ +εσ (5)

Distribution logistique sous-jacente :

(6)

Pour un groupe m :

(7)

où  
avec ν = vecteur du log des coefficients de dispersion
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Lien entre MRCP et MLOH

Modèle à rapport de côtes proportionnelles :

(8)

Pour deux valeurs de X = (x1,x2) :

(9)

Ce rapport est indépendant de la réponse r
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Lien entre MRCP et MLOH

Données groupées, pour deux groupes m et m ’ :

⇔ (10)

où = rapport de chances

alors :

car les coefficients de position pour deux réponses r et r ’
d’un groupe m sont égaux par hypothèse du modèle RCP
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Lien entre MRCP et MLOH

Problème : si cette hypothèse ne tient pas
→Utilisation du test du score ("pentes parallèles")
→Mise en œuvre du modèle logit généralisé (MLG)

(11)

Rapport de chances avec des coefficients de dispersion

(12)

→ modèle logit ordinal hétéroscédastique
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Lien entre MRCP et MLOH

Théorème 1 :
Soit Y une variable se distribuant sur une échelle ordinale à R
catégories, soient X1,...,Xj,…,Xp, p prédicteurs catégoriels 
permettant de générer M groupes d’individus et soit enfin un
modèle logit ajustant la variable Y à l’aide des p variables Xj, 
alors ce modèle sera à rapport de côtes proportionnelles, si et 
seulement si le modèle logit ordinal est homoscédastique, 
c’est-à-dire ∀ (m,m’), σm = σm’ où σm et σm’ sont les écarts-types
des groupes m et m’



Lien entre MRCP et MLOH

Démonstration :

Grâce à (10) et (12), on peut écrire :

(13)
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Lien entre MRCP et MLOH

Corollaire :
Si le modèle logit ordinal est homoscédastique, alors le test du
score du rapport de côtes proportionnelles (hypothèse des
pentes parallèles dans le cas de variables X numériques) sera
mécaniquement non significatif. Par conséquent, ce test 
permettra aussi de détecter l'hétéroscédasticité dans les
données ajustées en postulant un modèle logit ordinal

Démonstration :
Elle découle directement du théorème précédent 



Lien entre MRCP et MLOH

Théorème 2 :
Si le modèle logit ordinal est hétéroscédastique, alors il est
possible de trouver une transformation adéquate du système
de pondération des individus pour revenir à un modèle à 
rapport de côtes proportionnelles

Démonstration :
Pour chaque groupe m, la version observée de la probabilité
cumulée théorique pour la réponse r (7) a la forme suivante :
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Lien entre MRCP et MLOH

Démonstration (suite) :
Le rapport de chances empirique a la forme suivante :

⇔

alors :

(15)
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Lien entre MRCP et MLOH

Démonstration (suite) :
Pseudo proportion pour une réponse r d’un groupe m :

(16)

En remplaçant                     alors on obtient une valeur 
estimée du nombre de réponses r pour le groupe m :

Le nouveau poids pour un individu t est : 
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Application à des données marketing

Enquête de satisfaction sur 3500 clients

Objectif : modéliser une réponse ordinale (3 niveaux) à
l’aide de quatre variables candidates à l’explication
contenant respectivement (2,2,5,5) catégories

Modèles utilisés :
→ logit ordinal (rapport de côtes proportionnelles)
→ logit ordinal hétéroscédastique
→ logit généralisé (nominal)
→ logit ordinal avec poids hétéroscédastique



Application à des données marketing

Mise en œuvre :
→ 99 groupes d’individus (non vides)
→ 12 paramètres pour le logit ordinal (MRCP)
→ 22 paramètres pour le logit ordinal 

hétéroscédastique (MLOH)
→ 22 paramètres pour le logit généralisé (MLG)
→ 12 paramètres pour le logit ordinal repondéré



Application à des données marketing

Modèle logit ordinal (MRCP)

p-valeurs : score = 0,0311 et déviance = 0,4950



Application à des données marketing

Modèle logit nominal (MLG) 
p-valeur : déviance = 0,7038



Application à des données marketing

Modèle logit ordinal 
hétéroscédastique

p-valeur(dév) = 0,7401



Application à des données marketing

Modèle logit ordinal avec la pondération hétéroscédastique

p-valeurs : score = 0,9913 et déviance = 0,8348
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Apports – applications – voies futures

(i) Equivalence d'un modèle logit ordinal homoscédastique
et d'un modèle à rapport de côtes proportionnelles

(ii) Un modèle logit ordinal hétéroscédastique n'est pas un 
modèle à rapport de côtes proportionnelles

(iii) Si l'hypothèse nulle du rapport de côtes proportionnelles 
est rejetée, alors il est préférable d'ajuster un modèle 
logit ordinal hétéroscédastique à la place d’un modèle 
logit nominal :

→ plus coûteux (R > 3)
→ résultats plus difficilement interprétables



Apports – applications – voies futures

(iv) Introduction d’une transformation des poids des individus 
construite à partir des coefficients de dispersion du modèle 
hétéroscédastique pour obtenir un modèle à rapport de côtes 
proportionnelles

(v) Avec l'application de cette transformation, le test du score 
associé devient mécaniquement fortement non significatif, ce 
qui permet de travailler directement avec un modèle rapport 
de côtes proportionnelles

(vi) Démarche très fructueuse dans différents domaines 
d'applications (marketing, épidémiologie, génétique, 
économétrie, sensiométrie, ...)

(vii) Extension du modèle logit ordinal hétéroscédastique à des 
modèles plus complexes : modèles à équations structurelles 
(variables observées sur des échelles ordinales)
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