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Introduction

Fixe ou aléatoire 7 A cette ruestion relative 3 la nature d'un
paramétre, la valeur d'un géniteur par exemple, le généticien
répond souvent de maniére intuitive sans oue les raisons logi-
cues de son choix apparaissent clairement ; parfois méme, il
considére un paramétre comme aléatoire dans un premier calcul
et comme fixe dans un second et ne parait pas géné par cette
incohérence. Pourtant 1'interprétation des résultats et en par-
ticulier le classement des reproducteurs dépendent du choix oui
est fait.
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Introduction

Je voudrais ici apporter des é&léments de réponse et montrer
comment la concention bayesienne de la statistioue permet de
Justifier dans de nombreux cas la démarche habituelle des géné-
ticiens et peut conduire & 1'améliorer. A titre d'exemple, je
considérerai le cas d'une sélection sur descendance et plus pré-
Cisément le testage des taureaux Charolais (cet exemple a le
tort d'étre relatif 2 des animaux mais i‘avantage de rester sim-
ple sans approximations abusives). Un seul caractére sera pris
en compte, le cain moyen cuotidien des fi]s pendant une période
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1. Pratique courante/1.1 Le Modele et I’indexation...

DY, =u+A+B;1<i<I ; 1< )<,

ou les aléatoires A; et B; sont indépendantes centrees

de variance ¥, pour les A et y pour les B..
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1. Pratique courante/1.1 Le Modele et I’indexation...

Y, =u+A+B, I<i<I 1<j</J,
St u,y,,y €taient connus, l'estimateur MSE de A,

defini par la régression de A; sur l'ensemble des Y,

f\ VA
A = (yz'._:u)
y,+(7/7,)
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1. Pratique courante/1.1 Le Modele/Remarques

SE AR CE AT )
(1= 1)1y +30) = tly; -5 )
|
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1. Pratique courante/1.1 Le Modele/Remarques

Tableau: Estimation des composantes de la variance

Source DL C CM E(CM)
Intra [(J—]) SC, = Z; lzj 1(}“ —y, ) _ /4
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1. Pratique courante/1.2. Discussion du modele

1.2. Discussion du medéle

Le jéme descendant du 1Emn taureau est le résultat du croise-
ment de ce taureau et d'une vache prise au hasard dans la popu-
lation (ou dans une sous population asse: importante) : ce
choix aléatoire de 13 mére ot la variabilité phénotypioue jus-
tifient oue le caractére jij s01t considéré comme la valeur
d'une aléatoire et se traduit par 1'introduction de B... Par
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1. Pratique courante/1.2. Discussion du modele

¥ [ - L] ]J
contre, il parait difficile de justifier le caractére aléatoire

de Ta valeur Ai du taureau i : chacun de ces taureaux est un
animal bien déterminé et le but poursuivi est précisément de
choisir les meilleurs reproducteurs parmi les individus testés.
On a souvent prétendu ou'on peuvait considérer les [ taureaux
comme un &chantillon alé&atoire de la population des miles. Mais
cet argument ne résiste pas & 1'examen : les taureaux testés
sont présélectionnés sur des critéres permettant d'espérer
qu'ils seront satisfaisants et me représentent ou ' eux-mémes.
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1. Pratique courante/1.2. Discussion du modele

Le modéle d*interprétation des résultats yij est donc en bonne
Togicue :

(2) ’fh. =4 Bij

ol la loi des Bij est 13 méme que dans le modele (1) ; par
contre ie paramdtre bis valeur du taureau i, est un nombre réel
inconnu mais certain (fixe). I1 vy a 12 une contradiction avec
le modéle utilisé par les généticiens et Tes conséquences en
sont graves si on utilise pour le modéle (2) les estimateurs
classioues des moindres carrés, soit -

u; 595
En effet, le classement des reproducteurs peut différer beau-
coup dans les deux traitements si les effectifs Ji sont trés
inégaux comme le montre 1'exemple numérioue suivant :
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1. Pratique courante/1.2. Discussion du modele

RSN R T

Jl = 100 -.lE = 10
Dans ce cas
= 0,1 i 0,1
Al-mx ﬂ,??= ﬂ,:" ﬂz mx 1
et donc _ )
M1 < M Ay > Ay
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2. Les bases de la stat. bayésienne/2.1. Mesure de la
vraisemblance sur I’ensemble des parametres.

L'approche bayesienne compléte de ce modéle en probabilisant
1'ensemble & des paramétres 8 ; cette loi de probabilité défi-
nit la plus ou moins grande vraisemblance accordée par 1'expé-
rimentateur aux diverses valeurs possibles en fonctions de ses
connaissances (expériences antérieures, bibliographie,...) ;
si par exemple, pour le paraméire rée] 8y la probabilité de
1'intervalle [ul,vl] est double de celle de 1'intervalle
(up.v,] » cela signifie que, compte tenu de 1'information dis-
ponible sur ce paramétre, 1'expérimentateur pense qu'il y a
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2. Les bases de la stat. bayésienne/2.1. Mesure de la
vraisemblance sur I’ensemble des parametres/suite

[uI,v;] contre [u,.v,]). Cette loi de probabilité est donc un

résumé de 12 connaissance plus ou moins précise qu'a le spécia-

Tiste des valeurs des paramétres ; cette 1oi sera d'autant plus

dispersée que les paramdtres sont moins bien connus. Le cas of

1'information a priori est négligeable s'obtient comme cas 13-

mite en faisant tendre la varjance de 12 loi vers +='

Dans 1'interprétation de résultats expérimentaux, on distingue :

- 1a lof a priori gui définit 1'information avant réalisation
de 1'expérience,

- la loi a posteriori qui combine 1'information a priori et
celle apportée par les résultats de l'expérienﬁe.
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2. Les bases de la stat. bayésienne/2.2. Interprétation des
résultats d’une expérience

statistioue bayesienne) ; 1a densité a posteriori de g est :

p,(8/%) = p, (8) py/r) / [p (8) ply/e) do

(1"intégrale est p-dimensionnelle si ﬂ=51,..,,ap],

Cette 107 a posteriori contient toute 1'information sur @ ;
mais il sera souvent nécessaire de condenser cette information
et de donner par exemple :

- une valeur numérique e, 1'estimation de @ (s1 on veut mini-
miser 1'erreur quadratique moyenne, on prendra par 8']l'espé-
rance de la loi a posteriori) ;

- un indicateur de dispersion, la variance cu 1'écart-type de
la loi a posteriori.
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2. Les bases de la stat. bayésienne/2.3. Démarche
Bayésienne empirique

2.3. Démarche Bayesienne empirique

Dans certains cas, la loi a priori sur @ dépend elle aussi de
paramétres indéterminés, “zE”l"“‘”q]' Ces paramétres figurent
donc dans la loi conjointe de ¥ et 8 et dans la loi marginale
de Y qui s'en déduit. La démarche bayesienne empirique consiste
d faire 1'étude de la loi a posteriori comme si les paramétres
“1""‘"q Btaient connus et 4 les remplacer ensuite par des
estimations obtenues & partir des résultats expérimentaux (le
modéle utilisé est défini par la loi marginale de Y).

Au contraire dans une démarche strictement bayesienne on défi-
nira une loi a priori sur 1'ensemble H des paramétres Npsesean

q
et on pourra utiliser 13 méthode 2.2.
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3. Etude bayésienne empirique du modele de la
sélection/3.1. lo1 a prior1 associée aux espérances Ll

3.1. Lol a priori assocife aux espérances b g

Dans 1e cas du bétail charolais &levé en petites exploita~
tions avec un faible taux d'insémination artificielle, les tau-
reaux soumis au testage sont en général inconnus (en particulier
le pdre n'a pas été testé). La seule information cu'on posséde
est donc ocue ces taureaux proviennent d'élevages du méme type et

ont &té présélectionnés sur les memes critéres.
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3. Etude bayésienne empirique du modele de la
sélection/3.1. lo1 a priori associée aux espérances Li/suite

1. L'information a priori sur ces taureaux est donc invariante
par une cuelconoue permutation, ce qui implique que les aléatoi-
res y; ont toutes méme loi. L'espérance et la variance de cette
loi seront notées u et Y4

2. La connaissance de 1'écart by, M c'est-d-dire de la supério-
rité du taureau h sur la moyenne attendue du groupe n apporte
aucune information sur 1'écart et relatif au taureau i, ce qui
implicue 1'indépendance a priori des y.

Les aléatoires p. sont indépendanies et ont toutes méme 101
ﬂnﬂnma}e Nusvy)
IT est commode d'introduire Tes aléatoires centrées a.=u.-u
auil sont indépendantes normales centrées de variance Ya-
Dans la Toi a priori des p, subsistent deux paramétres inconnus
u et y, ; le mod2le contient un troisiéme paramétre inconnu la

variance vy des Bij‘
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3. Etude bayésienne empirique du modele de la
sélection/3.2. Estimation des pi, « indexation »

L'étude mathématicue est trés simple si les paramétres yu, Yp
et vy sont connus ; en effet dans ce cas, 1a loi a posteriori
de ey (sachant T=§] est une 1oi normale dé&finie par son espé-

rance .

= TA -
ﬂi = '“"{?i' -u)
et sa variance
Y/
&, =
N SR

En remplacant dans 1'expression de ii les paramétres inconnus
par leurs estimations on obtient 1'index du taureau i :

= kb
il

i . {Fi “U}
TA+TKJ1 ’
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3. Etude bayésienne empirique du modele de la
sélection/3.2. Estimation des pi, « indexation »

yz’._;u_l_ 0
f\ YA f\ 7//]i YA
A = (v.—u) e |A =
CDl-:J‘JJr o A=yly, 7// ]i 7/‘4
5=y, yiJ, @l: | +1
(i) 6 vl v,
(1_&31')7’,4

04/06/2009 Applibugs/ Hommage Lefort

21



4. Discussion/4.1. Limite du modele

4.1. Limites du modéle et aménagements

La validité du modéle est conditionnée par le choix cor-
rect de 1a loi a priori. L'hypothése de base est cue 1'informa-
tion a priori est invariante par une permutation des taureaux ;
or cette hypoth2se n'est pas toujours vérifiée et on peut en
donner quelques exemples classiques.

1.°Si deux des taureaux testés 1 et 2 par exemple sont apparen-
tés, on peut encore admetire que les aléatoires a; ont toutes
méme loi marginale ; mais a, et o, ne sont plus indépendantes
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4. Discussion/4.1. Limite du modele et aménagements

2. 31 le pére du taureau 1 a été testé, il n'y 2 plus permuta-
bilité de 1'information sur le taureau 1 et de 1'information
sur les autres taureaux et il faut tenir compte des résultats
du pdre aui sera indexé& par 0 dans la définition de la o1 a2
priori de ay. _

Par exemple, on pourra considérer que, avant testage, 1'informa-
tion sur le pére &tait équivalente 3 celle relative aux autres
taureaux, introduire entre é& et o, une covariance TA!E (suggé-
rée par la covariance pére fils) et prendre pour loi a priori
de & Ta Toi conditionnelle de o, sachant Tu.= }ﬂ_{mﬂyenne des
résultats des fils du taureau 0).
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4. Discussion/4.2. Propositions

La d&marche bayesienne empirigue ne me parait pas totale-
ment satisfaisante ; la cohérence de la méthode implique une
eétude complétement bayesienne d'autant plus justifiée qu'on dis-
pose d'une information non négligeable sur les paramétres vy
et v,.

1. Le paramdtre y est la variance intrafamilles de demi-fréres;
on a donc des idées assez précises sur sa moyenne et sa disper-

sion et on peut lTui associer une mesure a priori bien définie

E dépendant des

deux paramétres 3 et v qu'on fixe en choisissant moyenne
et dispersion).

(classiguement on pose que_l_l a une loi Ly
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4. Discussion/4.2. Propositions

il suffit donc de prendre pour ulunﬂ loi a priori correspondant
4 une information négligeable.

2. Le rapport vy / (vytv]

serait 1'héritabilité du caractére si les taureaux étaient prig
au hasard dans la population ; i1 est donc compris entre 0 et 1
et sans doute voisin de 1'héritabilité mais un peu inférieur
(on peut penser que la variance Y
nés est inférieure & la variance dans la population) ; on en
déduit aisément la loi a pricri du rapport AL

entre taureaux présélection-

W =4y, (¥, +7); A=yly, = A=(4/n")-1
W~r()=A~a()
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4. Discussion/4.2. Propositions

L'étude précédente permet de définir compiétement la loi a
priori des paramétres y. (ou Ej] et y. Dans une premiére étape
discutée en 3.1, on laisse dans cette loi trois paramétres in-
CONMUS s Ygs Y» OUs de maniére Bouivalente, on a donné la loi
conditionnelle connaissant yu, Tar Y 5 dans une seconde étape on
vient de définir la loi de y, Ypo X €@ qui (probabilités compo-
sées) détermine complétement 1a loi conjointe de py,-..;uy, U,
¥p» Y €t donc Ta loi conjointe de yy,...,uy, y marginale de la
précédente.
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