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L’analyse d’incertitudes
®0

Modele déterministe

Le cadre général de I'analyse d'incertitudes (Kennedy et
O’Hagan (2001)) est celui d'un modele déterministe :

Y = G(X) (1)

avec :
@ X vecteur des entrées;
@ G(-) code déterministe (fonction);

@ Y sortie du systéme (scalaire).

Utilisation : Décrit le fonctionnement d'un systéeme physique
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L’analyse d’incertitudes

(o] }

Exemple

Modele hydraulique
simplifié de rela-
tion débit/hauteur
pour un trongcon de
riviere :

z = z+{o/ (BrVZ -2} @

e lci, B,Ks, Zm, Z, et L déterminent complétement G.
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e H= H(©), avec © := (F, G) I'état de la nature
(not. : H(t) = H(t|©))

Interprétation et commentaires

@ F traduit la variabilité naturelle des grandeurs physiques
modélisées par X.

@ Y aléatoire : interprété comme une “propagation
d'incertitude” (de Rocquigny et al. (2008), Chick (2009))

@ © = (F, G) paramétre fonctionnel, souvent assimilé a un

vecteur de RP. )
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@ Dans le modeéle hydraulique (2), Q, représentant le débit
maximal annuel, est supposé suivre la loi de Gumbel G(u, p),
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@ Dans le modeéle hydraulique (2), Q, représentant le débit
maximal annuel, est supposé suivre la loi de Gumbel G(u, p),
de cdf :

F(t) = exp{—exp[p(n —t)]}.

= Z. représente la cote maximale annuelle, et a pour cdf :

H(t|e) = exp<—exp{p<u—BKS,/Z’"L_ZV(t—zV)f’B)}).

e lci®=(B,Ks,Zm,Zy,, L, 1, p) €R.
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@ On s'intéresse en général a une grandeur caractéristique
® = ®(O) de la distribution H(t|©) de la sortie Y du
systeme, appelée quantité d'intérét

e $(O) directement lide aux enjeux ayant motivé |'analyse (d'ou
son nom)

@ Son évaluation constitue souvent |'objectif de I'analyse
d'incertitudes (de Rocquigny et al. (2008), Aven (2003))

@ Le calcul de ®(©) ne pose pas de probléme conceptuel des
lors que © est connu.
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Exemples

Poursuivant |'exemple, on considére les quantités d'intérét
suivantes :

@ Probabilité de dépassement (="débordement d'une digue de
hauteur h") :

®(©) = P(Ze>Z,+h|©)=1-H(Z, + h|©);

e Quantile #(0) = g = H!(a|©) (q1-1/7 = “hauteur de la
crue T-annuelle”) :

1 1 [Zm —Z,\ %
Jo = ZV+{<,u—Iog|og>/<KsB )} .
p « L
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@ La valeur hop: qui minimise le coiit de construction d'une
digue de hauteur h (Bernier (2003)) :

c(h;0) = Gy x (Z, + h)+ Do x E[lz-4(Zc — Z, — h)?|0];

i G 1
PouT By ~ 1000
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@ La valeur hop: qui minimise le coiit de construction d'une
digue de hauteur h (Bernier (2003)) :

c(h;0) = Gy x (Z, + h)+ Do x E[lz-4(Zc — Z, — h)?|0];

pour : ) = i
Dy 1000
@ Indices de Sobol (pour I'analyse de sensibilité / I'exploration
d'un code)
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Incertitude épistémique

@ En pratique, © n’est jamais connu.
@ L'incertitude qui affecte © est dite épistémique (par manque
de connaissance)
@ O = (F, G) doit alors &tre estimé a partir des informations D
disponibles, le plus souvent :
o des mesures x = (xq, ..., x,) d'entrées (pour F);
o des mesures (X,¥) = ((%1, %), - - -, (Xm, ¥m)) d’entrée/sortie
(pour G).
@ L'incertitude sur © est dite réductible par la collecte de

nouvelles données (rejoint la notion d'estimation consistente)
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Exemple

Dans le modele hydraulique (2) :
@ on suppose connues les quantités Z,,, Z,, B et L;

@ la transformation G est donc entierement déterminée par K,
affecté d’'incertitude épistémique.

@ (Q et Z. en revanche sont incertains par nature).
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o Etant donné une estimation ponctuelle © = ©(D) 3 partir des
données D, on peut estimer ®(©) par “plug-in"
(substitution) :

® = o(0)

@ Valable si I'on dispose d'un nombre suffisant de données;;

@ mais en pratique, |'erreur commise en estimant © ne peut
souvent pas étre négligée

o~

- Comment quantifier I'erreur d’estimation (¢ — ®)?

11/22



Problématique statistique
Yo

Estimation “plug-in”

o Etant donné une estimation ponctuelle © = ©(D) 3 partir des
données D, on peut estimer ®(©) par “plug-in"

(substitution) :
® = o(0)
@ Valable si I'on dispose d'un nombre suffisant de données;;
@ mais en pratique, |'erreur commise en estimant © ne peut

souvent pas étre négligée

Comment quantifier I'erreur d’estimation (<T> - )7

Quelles conséquences sur |'utilisation des résultats de |I'étude ?
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Least-squares fit Gumbel distribution MLE fit
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| estimation MLE pour m = 8 couples débit/hauteur, n = 47
débits maximaux annuels.
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| estimation MLE pour m = 8 couples débit/hauteur, n = 47
débits maximaux annuels.
@ Estimation “plug-in" de quantités d'intérét :
- Débordement : P(Z. > Z, + 7.5) = 3.52 x 1073;
- Crue centennale : g9y, = Z, + 6.96m
- Hauteur de digue optimale : h/o; = 8.18m.
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@ La théorie de I'estimation bayésienne répond aux deux
questions précédentes ;

@ Etant donnée une loi 7(©), la décision optimale au sens de
Bayes correspond au minimum du colit intégré :

987 = argmin / c(d: (0)r(0|D)dO,  (3)

ou ¢c(d; ®(©))) encode les conséquences d'une sur(sous)
estimation de ¢

@ De tels estimateurs ont d’excellentes propriétés fréquentistes
(admissibilité notamment)

@ Les statisticiens bayésiens donnent de plus a 7(©) le sens d'un
pari probabiliste sur ©.
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1 Distributions marginales a posteriori des parameétres
—— Bayes

@ Hauteur optimale de digue : hopt =10.76 m

—

(opt = 8.18 m.)
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Estimation sous incertitudes en I'absence de cout

Q. Peut-on proposer une estimation ponctuelle “raisonnable” de
® dans un cadre bayésien en I'absence d'une fonction de colit ?

R. Dépend de ce que I'on entend par “raisonnable”. ..

Heuristiques proposées : emploi de caractéristiques de
localisation de 7(®|D) telles que

o le mode (Barnett (1982))

o la moyenne ou la médiane (Berger (1980)) : revient a utiliser

le colit quadratique c(d; ®) = (d — ®)?, ou valeur absolue
o(d; ®) = |d — b
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0®000

Estimateur prédictif

Geisser (1971) propose d'estimer ®(©), vue comme une fonction
®( H(©)) de la distribution H(©), par

&P = o H(-|D)),
ou H(:|D) est la distribution prédictive de Y,
H(t|D) —/H(t\@)ﬂ(e\D) 40
= E[H(t|©)|D].
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la sortie d'un systeme physique, alors que H(-|D) ne décrit
aucun systéme physique observable

— Comment interpréter ®P*d- = &( H(-|D))?

Q2. Quelles conséquences de cette heuristique au plan décisionnel 7
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Théoreme

Si & peut s'écrire

®(H(O)) =arg mdin c(d; H(®)),

pour un certain coiit c(d; H(©)) linéaire en H(®©), alors ppred.
coincide avec I'estimateur de Bayes relatif au méme coiit.

@ S’applique a toutes les quantités d'intérét considérées ici
@ Interprétation : choix d'une fonction de coiit abandonnée a
I"heuristique de calcul
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hauteur h=4.5m:

@pred.(zc >Z,+h)=E[P(Z. > Z,+ h)|D]
=59 x 1073

(colit quadratique)
@ Crue centennale ggq0, avec v =1/99 :

Goov, """ = 8.56 m.

(colit linéaire par morceau)
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Q. Parfois inapproprié, e.g. si I'étude vise a vérifier le respect
d'une norme ® < M (en fiabilité notamment). Que faire
alors?

R. Se borner a quantifier I'incertitude sur ®, sous la forme :

- soit d'un intervalle de confiance pour ®;
- soit de la distribution a posteriori de ®.
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Q. A-t-on: gggo, < Z, +7.5m?
R.1 gggo, = Z, + 6.96m (estimateur MLE) : OUI
Q. Et si on prend en compte l'incertitude épistémique ?
R.2 P(goge; > Z, 4 7.5|D) = 0.17 : PAS SI SUR. ..
@ Bilan : Compte-tenu de I'incertitude sur I'état de la nature, les
données ne permettent pas a |'analyste de conclure.
@ Il revient au décideur de trancher si 0.17 constitue un pari

acceptable ou non
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dans le choix d'une méthodologie pour I'analyse d’incertitudes :

Q. Dispose-t-on de beaucoup de données ?
OUI En situation d'information (presque) parfaite, toutes les
approches deviennent équivalentes
NON Si peu de données sont disponibles, la prise en compte de
I'incertitude épistémique devient indispensables
Q. Les enjeux de I'étude sont-ils formalisables sous forme d'une
fonction de cofit ?
OUI L'estimation bayésienne fourni une |'approche optimale pour
minimiser un colit sous incertitude
NON Lorsque peu d’informations sont disponibles, il est crucial de
décrire I'incertitude affectant ® de maniére aussi compléte que
possible.

Dans tous le cas, il est essentiel de s'interroger sur les propriétés

des méthodes employées, et de questionner les usages établis
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