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Objetif : modéliser la dépendane entre événements rares.

Valeurs extrêmes multivariées : .f De Haan, Resnik (70's, 80's).

Inférene : problème ouvert, non paramétrique.

�Dirihlet Mixture model� : semi-paramétrique. Boldi, Davison, 2007

Problème : Contraintes ⇒ Inférene bayésienne ompliquée.

Idée : Changer la paramétrisation.
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Qualité de l'air, Leeds, UK

Cooley et al., 2010, Boldi and Davison, 2007, He�ernan and Tawn, 2004.

Données de onentration atmosphérique pour 5 polluants :

0

3

, N0

2

, PM10 (poussières �nes), NO , SO

2

.

Maximum journalier sur inq saisons : 100 plus grandes observations

(sur ≃ 500)
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Extrêmes multivariés : déomposition polaire

X = (X
1

,X
2

) ; P(X
i

≤ x) = e

−1

x .

R = X

1

+ X

2

: `rayon' , W =
X

R

: `angle' = point du simplexe S

2

.

W ∈ S

2

= {(w
1

,w
2

) : w
1

+ w

2

= 1,w
i

≥ 0}.

Loi jointe des extrêmes :

P (W ∈ B ,R > r) ?
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Extrêmes multivariés : déomposition polaire

Dimension 3 : X = (X
1

,X
2

,X
3

)

W = (w
1

,w
2

,w
3

) : point dans un triangle :

le simplexe S

3

=
{

w = (w
1

,w
2

,w
3

) :

3

∑

i=1

w

i

= 1, w
i

≥ 0

}

.

PM 10

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

SO 2

NO

Leeds
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Extrêmes multivariés : déomposition polaire

Résultat fondamental (de Haan, Resnik) :

P (W ∈ B ,R > r) ∼
r→∞

1

r

H(B)

La loi limite des angles H = `mesure spetrale' = `mesure

angulaire' détermine la loi jointe des grandes observations.

Seule ontrainte sur H :

∀i ∈ {1, . . . , d},

∫

S

d

w

i

dH(w) =
1

d

. (1)

Centre de gravité de H = entre du simplexe.

Ensemble des H's admissibles : famille non paramétrique.

6



Plan

1

Extrêmes multivariés

2

Modèle ontraint de mélange de Dirihlet : Boldi, Davison

3

Modèle reparamétré : sans ontraintes

4

Résultats : dimension 3 et 5

5

Conlusion

7



Loi de Dirihlet

∀w ∈
◦

S

d

, diri(w | µ, ν) =
Γ(ν)

∏

d

i=1

Γ(νµ
i

)

d

∏

i=1

w

νµ
i

−1

i

.

µ ∈
◦

S

d

: paramètre (veteur) de loalisation : `entre'.

ν > 0 : paramètre de onentration.

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

w3 w1

w2

ex : µ = (0.15, 0.35, 0.5), ν = 9.
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Loi de Dirihlet

∀w ∈
◦

S

d

, diri(w | µ, ν) =
Γ(ν)

∏

d

i=1

Γ(νµ
i

)

d

∏

i=1

w

νµ
i

−1

i

.

µ ∈
◦

S

d

: paramètre (veteur) de loalisation : `entre'.

ν > 0 : paramètre de onentration.

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

w3 w1

w2

H valide : µ = (1/3, 1/3, 1/3).
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Mélange de k lois de Dirihlet

µ = µ · ,1:k , ν = ν
1:k , p = p

1:k

h(µ,p,ν)(w) =
k

∑

m=1

p

m

diri(w | µ · ,m, νm)

Contrainte de moments sur (µ, p) :
∑

k

m=1

p

m

µ.,m = ( 1
d

, . . . , 1

d

) .
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Modèle Bayésien sous ontraintes

Espae des paramètres : union disjointe Θ =
∐∞

k=1

Θ
k

.

Chaque espae des paramètres Θ
k

est ontraint :

Θ
k

=
{

θ =
(

µ.,1:k , p1:k , ν1:k
)

:

k

∑

m=1

p

m

µ.,m = (
1

d

, . . . ,
1

d

)
}

.

Inférene bayésienne :

prior π(θ)

Posterior : π
n

(θ)=̂π(θ|w
1:n) onnu à une onstante multipliative près.

π
n

estimée par éhantillonnage : Metropolis Hastings, sauts réversibles.
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Deux problèmes dûs aux ontraintes

Θ
k

= espae ontraint 6= pavé de R
n

! !

Comment dé�nit un prior π sur Θ
k

?

Ehantillonnage MCMC : Comment générer des propositions

�raisonnables� ?
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Boldi, Davison : Tentative

Prior sur Θ
k

:

π(θ) = πν(ν)πp

(p)πµ(µ |p),

ave

πµ(µ |p) =
∏

i≤d ,j≤k

π
i ,j(µ

i ,j |p, {µk,l , (k , l) < (i , j)})

⇒ Prior asymétrique (stik breaking) ⇒ onentration de la masse a

priori dans un �oin� du simplexe.

propositions MCMC : par fusion/division de paires de noyaux.

⇒ Taux d'aeptation de l'éhantilloneur très faible.

⇒ Pas d'inférene bayésienne en dimension > 3.
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Reparamétrisation. Ex : k = 4

ε

γ0

γ
m

: baryentre des �noyaux après µ.,m � : µ.,m+1

, . . . ,µ.,k .

γ
m

=
∑

j>m

p

j

1−
∑

m

1

p

i

µ.,j
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Reparamétrisation. Ex : k = 4

ε

γ0

I1

µ1

γ1

µ.,1, e1 ⇒ γ
1

:
γ
0

γ
1

γ
0

I

1

= e

1

;

⇒ p

1
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Reparamétrisation. Ex : k = 4

ε

γ0

I1

γ1

I2

µ

µ

1

2

γ2

µ.,2, e2 ⇒ γ
2

:
γ
1

γ
2

γ
1

I

2

= e

2

;

⇒ p

2
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Reparamétrisation. Ex : k = 4

ε

γ0

I1

γ1

I2

γ2

I3

µ

µ

µ
1

2

3

µ4

µ.,3, e3 ⇒ γ
3

:
γ
2

γ
3

γ
2

I

3

= e

3

; µ.,4 = γ
3

.

⇒ p

3

, p
4
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Reparamétrisation. Ex : k = 4

ε

γ0

I1

γ1

I2

γ2

I3

µ

µ

µ
1

2

3

µ4

On s'est donné

(µ.,1:k−1

, e
1:k−1

)) ;

On en déduit

(µ.,1:k , p1:k ).

On peut paramétrer la densité h par

θ = (µ.,1:k−1

, e
1:k−1

, ν
1:k)
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Modèle bayésien

Espae des paramètres non ontraint (union d'espaes produit) :

Θ =

∞
∐

k=1

Θ
k

; Θ
k

=
{

(S
d

)k−1 × [0, 1)k−1 × (0,∞]k−1

}

Inférene sur k , θ
k

=
(

µ
1:k−1

, e
1:k−1

, ν
1:k

)

Restrition (ompaité) : k ≤ 15, ν < ν
max

, et ...
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Modèle bayésien

Prior :

k ∼ Géométrique tronquée

µ.,m|(µ.,1:m−1

, e
1:m−1

) ∼ Dirihlet

e

m

|(µ.,1:m, e1:m−1

) ∼ Beta

ν
m

∼ logN

Ehantillonnage du posterior : par MCMC (sauts réversibles).

Prinipe de l'algo :

proposer µ∗
m

dans des régions à forte vraisemblane

i.e. : près des données.
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Ehantillonnage : Metropolis-within-Gibbs, reversible jumps.

Trois types de propositions :

Classique : un µ.,m, em ou un ν
m

est modi�é. (Gibbs)

µ∗
.,m ∼

n

∑

j=1

p(w
j

) diri( · |w
j

, ν(w
j

))

Trans-dimensionnelle : Un omposant (µ.,k , ek , νk+1

) est rajouté ou

supprimé. (Green, 1995)

�Shu�e� : Permutation (évite la division des derniers poids par stik-breaking).
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En dimension 3

Données simulées. MCMC : T

2

= 50 10

3; T
1

= 25 10

3

.

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

w3 w1

w2

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41
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En dimension 3

Leeds : PM

10

, N0, S0

2

. MCMC : T

2

= 60 10

3; T
1

= 25 10

3

.

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

SO2 PM10

NO
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Dimension 5, Leeds : densité �projetée� par paires

Préditive par MCMC (T

2

= 1 10

6

, T

1

= 5 10

5

)

Boldi, Davison, méthode non bayésienne (EM)
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Dimension 5, Données simulées, mélange de 4 noyaux

T

2

= 150 10

3

, T

1

= 50 10

3

.
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Conlusion

Re-paramétrisation du modèle de Boldi et Davison

⇒ utilisable en dimension 5, dans un adre Bayésien.

Convergene asymptotique prouvée : posterior + Metropolis

Diagnostiques de onvergene : intégration ontre des fontions test

de Dirihlet.
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Dimension quelonque : Intégration ontre une fontion test

ϕ : S
p

→ R

+
, C

b

,

On �transforme� l'éhantillon (θ(t))
t=1:T :

f (θ) =
〈

ϕ, hθ
〉

=

∫

S

p

ϕ(w)hθ(w)dw

24



Dimension quelonque : Intégration ontre une fontion test

ϕ : S
p

→ R

+
, C

b

,

On �transforme� l'éhantillon (θ(t))
t=1:T :

f (θ) =
〈

ϕ, hθ
〉

=

∫

S

p

ϕ(w)hθ(w)dw

Si ϕ : Dirihlet bornée, expression expliite pour

〈

ϕ, hθ(t)

〉

!

Fait

Si ϕ
1

, ϕ
2

sont Dirihlet, ϕ
1

bornée, alors ϕ
1

ϕ
2

est enore Dirihlet.
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Double onvergene

Proposition

Ergodiité :

1

T

T

∑

t=1

〈

ϕ, hθ(t)

〉

−→
T→∞

Eπ
n

(〈

ϕ, h( · )
〉)

Consistane de la loi a posteriori : h

0

= �vraie� distribution

Eπ
n

(
〈

ϕ, h( · )
〉

) −→
n→∞

〈ϕ, h
0

〉
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Double onvergene

Proposition

Ergodiité :

1

T

T

∑

t=1

〈

ϕ, hθ(t)

〉

−→
T→∞

Eπ
n

(〈

ϕ, h( · )
〉)

Consistane de la loi a posteriori : h

0

= �vraie� distribution

Eπ
n

(
〈

ϕ, h( · )
〉

) −→
n→∞

〈ϕ, h
0

〉

Si h

0

= hθ
0

(données simulées) : Expression exate

Si h

0

inonnu : 〈ϕ, h
0

〉 = E

h

0

(ϕ). Estimateur empirique

Ê(ϕ) =
1

n

n

∑

j=1

ϕ(w
j

)
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Dimension 5, données simulées (4 noyaux)

50 37537 75025 112512 150000

MCMC
MCMC mean
true
+/− true sd
empirical
+/− empirical sd
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Dimension 5, données simulées (4 noyaux)

50000 75000 1e+05 125000 150000

MCMC
MCMC mean
true
+/− true sd
empirical
+/− empirical sd

Stationnarité (Heidelberger) et Gelman (�mixing�) : OK
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