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Objectif : modéliser la dépendance entre événements rares.

@ Valeurs extrémes multivariées : c.f De Haan, Resnick (70’s, 80’s).

@ Inférence : probléme ouvert, non paramétrique.

o “Dirichlet Mixture model” : semi-paramétrique. Boldi, Davison, 2007

@ Probléme : Contraintes = Inférence bayésienne compliquée.

@ Idée : Changer la paramétrisation.



Qualité de I'air, Leeds, UK

Cooley et al., 2010, Boldi and Davison, 2007, Heffernan and Tawn, 2004.

@ Données de concentration atmosphérique pour 5 polluants :
03, NO2, PM10 (poussiéres fines), NO , SO,.

@ Maximum journalier sur cinq saisons : 100 plus grandes observations
(sur ~ 500)
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© Extremes multivariés



Extrémes multivariés : décomposition polaire

X=(X5,X); PXi<x)=ex.

X
R=Xi+X5:rayon” , W= ri ‘angle’ = point du simplexe S,.
WeS;={(wi,w): wi +wp =1w >0}

@ Loi jointe des extrémes :

PWeB,R>r)?




Extrémes multivariés : décomposition polaire

@ Dimension 3 : X = (X1, X2, X3)
® W = (wy, wp, w3) : point dans un triangle :

3
le simplexe S3 = {w = (w1, wp, w3) : Z wi =1, wj > 0}.
i=1
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Extrémes multivariés : décomposition polaire

Résultat fondamental (de Haan, Resnick) :
1
P(WeB,R>r) ~ —H(B)

La loi limite des angles H = ‘mesure spectrale’ = ‘mesure
angulaire’ détermine la loi jointe des grandes observations.

@ Seule contrainte sur H :

vie{l....dh, [ wdHw) =2, (1)
Sy d

Centre de gravité de H = centre du simplexe.

@ Ensemble des H's admissibles : famille non paramétrique.




© Modéle contraint de mélange de Dirichlet : Boldi, Davison



Loi de Dirichlet

O .. r(V) vuj—1
Yw € Sy, diri(w | p,v) = ———— | | w;"" .
H;{:l (vpi) :1;[1 I

[¢]
@ 1 € Sy : paramétre (vecteur) de localisation : ‘centre’.
@ v > 0 : paramétre de concentration.

000 035 106

ex "u = (0.15,0.35,0.5), v = 9"



Loi de Dirichlet

° .. r(l/) vii—1
Yw € Sy, diri(w | p,v) = ———— | | w;"" .
H;{:l (vpi) :1;[1 I

[¢]
@ 1 € Sy : paramétre (vecteur) de localisation : ‘centre’.
@ v > 0 : paramétre de concentration.

000 035 106

H"%alide : pp = (1/3,1/3,1/3)"



Mélange de k lois de Dirichlet

O U=H. 1.6,V ="Vik, P= Prk

k
hp.pvy(w) = Z pmdiri(w | ., Vm)
m=1
o Contrainte de moments sur (1£,p) : S°X . pm pom=(4....5).




Modéle Bayésien sous contraintes

Espace des paramétres : union disjointe © = [ [}~ ; ©x.
Chaque espace des paramétres ©, est contraint :

k
1
Ok = {9 = (N.,l:kapl:k,l/tk) : Z Pm M. m = (3’,,,’3) }
m=1

Inférence bayésienne :
@ prior m(0)
@ Posterior : 7,(0)=7(0|w1.,) connu a une constante multiplicative prés.

@ T, estimée par échantillonnage : Metropolis Hastings, sauts réversibles.

10



Deux problémes diis aux contraintes

©y = espace contraint # pavé de R"!!

@ Comment définit un prior 7 sur ©, ?

@ Echantillonnage MCMC : Comment générer des propositions
“raisonnables” ?
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Boldi, Davison : Tentative

@ Prior sur ©y :
m(0) = m (V) mp(P)mu(1e | P),

avec

mu(plp) = ] mij(wijlp s (k1) < (i.0)})

i<d,j<k

= Prior asymétrique (stick breaking) = concentration de la masse a
priori dans un “coin” du simplexe.

@ propositions MCMC : par fusion/division de paires de noyaux.
= Taux d’acceptation de I'échantilloneur trés faible.

= Pas d'inférence bayésienne en dimension > 3.
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© Modeéle reparamétré : sans contraintes
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Reparamétrisation.
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Reparamétrisation.
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Reparamétrisation.
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Reparamétrisation.

K. 3, €3

= V3

Y273

— — €3,
Y2 I3
= P3, P4

.4 =73
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Reparamétrisation.
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@ On s’est donné
(K. 1.k—1>€1:4-1))
On en déduit
(K140 PLk)-

@ On peut paramétrer la densité h par

0= (H.,1:k_1791:k—1, V1:k)
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Modele bayésien

@ Espace des paramétres non contraint (union d’espaces produit) :

0= ]O_O[ Ok, Ox= {(sd)k—1 x [0,1)k1 x (o,oo]k—l}
k=1

o Inférence sur k, 0y = (ulzk_l, el;k_l,l/l;k)

@ Restriction (compacité) : k < 15, v < Vpax, €tC ...
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Modele bayésien

@ Prior :

k ~ Géométrique tronquée
l’l’.,m|(u’.,1:m—1’ el:m—l) ~ Dirichlet
em|(l‘l‘.,1:m7 el:m—l) ~ Beta

Vm ~ logN

@ Echantillonnage du posterior : par MCMC (sauts réversibles).

@ Principe de 'algo :
* z " hY -
proposer . dans des régions a forte vraisemblance

i.e. : prés des données.
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Echantillonnage : Metropolis-within-Gibbs, reversible jumps.

Trois types de propositions :

@ Classique : un p_,, em ou un vpy est modifié. (Gibbs)

(e~ > p(wj) diri( - lwj, v(w;))

J=1

o Trans-dimensionnelle : Un composant (j. k, e, Vk+1) est rajouté ou
supprimé. (Green, 1995)

@ “Shuffle” : Permutation (évite la division des derniers poids par stick-breaking).
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© Résultats : dimension 3 et 5
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Données simulées. MCMC : T, =50103; T; = 25103.

w2
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Leeds : PMg, NO, SO5. MCMC : T, = 60103; T; = 25103.

NO
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Dimension 5, Leeds : densité “projetée” par paires

Prédictive par MCMC (T> =110°, T; =510° )
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Dimension 5, Données simulées, mélange de 4 noyaux

T, = 150103, T; =50103.
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© Conclusion
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Conclusion

@ Re-paramétrisation du modéle de Boldi et Davison

= utilisable en dimension 5, dans un cadre Bayésien.

@ Convergence asymptotique prouvée : posterior + Metropolis

@ Diagnostiques de convergence : intégration contre des fonctions test
de Dirichlet.
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Dimension quelconque : Intégration contre une fonction test

o¢:Sp—>R+,Cb,

@ On “transforme” |'échantillon (6(t)),_;.1 :

f(0) = (v, hg) = | P(W)hg(w) dw
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Dimension quelconque : Intégration contre une fonction test

o¢:Sp—>R+,Cb,

@ On “transforme” |'échantillon (6(t)),_;.1 :

f(0) = (v, hg) = | P(W)hg(w) dw

@ Si ¢ : Dirichlet bornée, expression explicite pour <g0, h9(t)> !

Fait
Si @1, @2 sont Dirichlet, ¢; bornée, alors @15 est encore Dirichlet. J
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Double convergence

Proposition
o Ergodicité :

72 {ph0co) 72, Ene (o)

o Consistance de la loi a posteriori : hg = “vraie” distribution

E7Tn(<907 h()>) njo <907 h0>
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Double convergence

Proposition
o Ergodicité :

-
o Consistance de la loi a posteriori : hg = “vraie” distribution

Ex, ({2 b)) =2, (0 ho)

® Si hg = hg_ (données simulées) : Expression exacte

® Si hg inconnu : (g, hy) = Ep (). Estimateur empirique
1 n
=, Z o(wj)
j=1
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Dimension 5, données simulées (4 noyaux)

— MCMC
—— MCMC mean
— true

pirical
+/- empirical sd
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Dimension 5, données simulées (4 noyaux)

0000000000000000000000

Stationnarité (Heidelberger) et Gelman (“mixing”) : OK 2%
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